
第1章 随机迭代学习控制

本章综述了随机迭代学习控制方面的相关研究进展.迭代学习控制适用于可以

不断重复完成指定任务的系统. 在过去三十年中, 迭代学习控制在理论和实际两方

面都取得了许多重要的进展. 而在迭代学习控制中, 与随机信号有关的研究成果还

比较少. 这里的随机信号包括系统噪声、量测噪声、随机数据丢包等各种在实际系

统中普遍存在的信号. 本章从关键技巧的角度综述了相关进展, 包括三个方面: 线

性随机系统、非线性随机系统和其他随机信号.进而介绍了几个有潜力的研究方向,

包括点对点迭代学习控制、变轨迹迭代学习控制以及分散式/分布式迭代学习控制.

1.1 迭代学习控制

在生活中, 有这样一种认识, 一件事情重复去做, 通常会做得越来越好. 例如定

点投篮, 当一个人进行定点投篮时, 一开始他可能投不中, 但随着不断练习, 他很有

可能很快就会命中. 这里一个很重要的原因就是, 投篮者可以不断地从已有经验中

学习.具体地说,投篮者可以根据之前投篮的偏差来调整下一次投篮的角度和力度,

从而使得篮球逐渐接近篮筐乃至命中. 迭代学习控制便是基于这样一种朴素的想

法发展起来的控制分支. 粗略地说, 迭代学习控制是通过对之前过程信息的学习来

改善系统的表现性能的.

因为要不断重复学习, 迭代学习控制适用于运行过程能够不断重复的系统, 通

常用于跟踪某一给定目标且跟踪目标往往保持不变. 对这样的系统, 迭代学习控制

能够根据之前的输入和输出数据,结合跟踪目标来构造应用到下一次运行过程的输

入信号, 从而达到逐步改善系统跟踪性能的目标. 由此可知, 迭代学习控制具有如

下几个特点: ① 系统能够在有限的时间长度运行完毕并不断重复; ② 系统能够重

复回到同一初始值; ③ 系统重复跟踪同一目标轨迹等. 迭代学习控制的基本思想

如图 1.1 所示.

在图 1.1中,对跟踪目标 yd,在第 k +1次运行过程中,根据第 k 次过程的输入

uk 及跟踪情况 ek = yd − yk 构造新的输入 uk+1. 这个输入 uk+1 即应用到第 k + 1

次运行过程的输入,同时 uk+1 也存储到记忆器中用于下一次运行过程输入的构造,

系统在输入 uk+1 作用下输出信号为 yk+1, 其与跟踪目标 yd 的差值也被用于构造

下一次过程的输入. 至此, 系统沿迭代过程形成闭环反馈.
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图 1.1 迭代学习控制示意图

将迭代学习控制与现实生活类比来看, 系统当前及以前的输入/输出信息相当

于现实生活中的经验. 在现实生活中, 我们就是根据这些经验制定出下一次执行相

同任务时的策略,而这种新的策略就相当于在迭代学习控制中应用到下一运行过程

中的输入信号. 在现实中, 以往的经验会改善我们做事的表现, 那么在系统控制之

前的运行情况一定程度上也会帮助改善我们对系统的控制性能.

迭代学习控制的主要优势在于其控制律的设计仅要求系统的跟踪目标及输入/

输出数据. 换言之, 关于系统自身的信息要求很少, 甚至可以完全未知. 迭代学习

控制算法形式简单且行之有效.

注意到迭代学习控制是一种沿着运行过程调整而非沿运行时间调整的控制方

法, 这恰是迭代学习控制不同于非学习型控制的本质所在. 例如, 反馈控制是一种

典型的非学习型控制, 迭代学习控制与反馈控制的不同之处在于, 反馈控制没有利

用之前运行过程的情况, 仅根据当前运行过程的输入/输出数据进行调整, 在每个

运行过程可能产生相同的跟踪误差,而迭代学习控制则充分学习之前运行过程的跟

踪情况, 在其控制中包含了对已有信息的学习与利用. 此外, 迭代学习控制与具有

一定学习能力的自适应控制也有区别,自适应控制通常是针对相对固定的控制器来

不断调整其控制器参数, 而迭代学习控制则是构造新的输入信号.

迭代学习控制的概念可以追溯到 Uchiyama 于 1978 年发表的文献 [1], 但该文

为日文文献, 未获得广泛传播. 而在 1984 年的文献 [2]∼[4] 开启了对迭代学习控制

的研究.自此以后,大量关于迭代学习控制的文献涌现出来,尤其是在 20世纪末 21

世纪初研究活跃. 相关的专著有文献 [5]∼[12], 综述文章包括文献 [13]∼[15] 等. 部

分期刊也组织了一些期刊专号, 如文献 [16]∼[18]. 时至今日, 迭代学习控制已经成

为一个重要的控制分支, 并在多种实际应用中取得了良好的控制效果[9]. 迭代学习

控制在实际中的应用包括机器人[19-22]、硬盘驱动[23, 24]、工业/化工过程[25, 26] 等.

1.1.1 迭代学习控制基础

本节给出迭代学习控制的基本模型设定, 并给出一些传统的收敛结果. 考虑如
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下离散时间线性时不变系统

x(t + 1, k) = Ax(t, k) + Bu(t, k)

y(t, k) = Cx(t, k)
(1.1)

其中, x ∈ Rn, u ∈ Rp 和 y ∈ Rq 分别表示系统的状态、输入和输出; 矩阵 A、B 和

C 是具有适当维数的系统矩阵; t 代表一个运行批次内的任意时刻, t = 0, 1, · · · , N ,

这里 N 表示系统运行的时间长度; 而 k 表示不同的运行过程, 取值为 k = 0, 1, · · · .
为方便, 对离散时间系统的 t 取值 0 ∼ N , 用记号 t ∈ [0, N ] 表示.

由于迭代学习控制要求系统能够不断重复运行, 所以系统需要不断重置. 在基

本模型及众多研究中, 需要下述初始值重置条件

x(0, k) = x0, ∀k (1.2)

系统的跟踪目标为事先给定的目标轨迹 y(t, d), t ∈ [0, N ]. 注意到初始值重置条件,

一般要求 y(0, d) = y0 , Cx0. 迭代学习控制的设计目标即通过不断更新系统的输

入 u(t, k), 使得相应输出 y(t, k) 尽可能地接近于 y(t, d). 为此, ∀t ∈ [0, N ], 记跟踪

误差为

e(t, k) = y(t, d)− y(t, k) (1.3)

因此, 迭代学习控制的设计实际上是基于之前运行过程的输入 u(t, k) 与跟踪误差

e(t, k) 来构造控制更新律, 以得到下一次运行过程的系统输入信号. 这一关系在广

义上可以写为

u(t, k + 1) = h(u(·, k), · · · , u(·, 0), e(·, k), · · · , e(·, 0)) (1.4)

当上述函数关系仅依赖于上一过程时, 称为一阶迭代学习控制律; 其余的则称为高

阶迭代学习控制律. 一般而言, 要同时兼顾算法的简单性与有效性, 因此很多迭代

学习控制都设计为一阶形式, 即

u(t, k + 1) = h(u(·, k), e(·, k)) (1.5)

特别地, 控制律多设计为线性形式. 其中, 最简单的迭代学习控制律为

u(t, k + 1) = u(t, k) + Ke(t + 1, k) (1.6)

在这一更新律中, K 为学习增益矩阵, 它是这一算法的设计目标; u(t, k) 表示上一

运行过程的输入; 而 Ke(t + 1, k) 表示基于上一过程跟踪误差的修正项. 注意到在

系统 (1.1)中 t 时刻的输入直接影响到 t + 1 时刻的状态, 进而影响到 k + 1 时刻的
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输出,因此在算法 (1.6)中用 t + 1时刻的跟踪误差来修正 t时刻的输入信号.通常,

称算法 (1.6) 为 P 型迭代学习控制律. 当修正项变为 K(e(t + 1, k)− e(t, k)) 时, 相

应的控制律称为 D 型迭代学习控制律.

对系统 (1.1) 及更新算法 (1.6), 一个基本的收敛结果为: 若 K 满足

‖I − CBK‖ < 1 (1.7)

则有 ‖e(t, k)‖ −−−−→
k→∞

0. 其中, ‖ · ‖ 为算子范数.

从上述收敛结果可以看出, K 的设计并不需要已知关于系统矩阵 A 的任何信

息, 而仅依赖于矩阵乘积 CB. 这反映了迭代学习控制律的设计优势, 它对系统自

身的信息依赖性很小. 因此可以用于处理未知性较多的系统跟踪问题.

注记 1.1 从迭代学习控制的表示形式可以看出, 其模型具有典型的 2D 系统

特征. 很多学者便从这一点入手, 发展起了一套基于 2D 系统的研究方法, 成为研

究迭代学习控制的主要方法之一.

注意到系统总是运行有限时间长度 N 后便重置并再次重复, 因此可以把这有

限个时刻的输入与输出信号通过堆积的办法构造成如下形式, 称为超向量 (super-

vector)

Uk = [uT(0, k), uT(1, k), · · · , uT(N − 1, k)]T (1.8)

Yk = [yT(1, k), uT(2, k), · · · , yT(N, k)]T (1.9)

记

G =




CB 0 0 · · · 0

CAB CB 0 · · · 0
...

...
...

...

CAN−1B CAN−2B · · · · · · CB




(1.10)

则易知

Yk = GUk + d (1.11)

其中

d = [(Cx0)T, (CAx0)T, · · · , (CANx0)T]T (1.12)

类似于式 (1.8) 和式 (1.9), 可记

Yd =
[
yT(1, d), uT(2, d), · · · , yT(N, d)

]T

Ek =
[
eT(1, k), eT(2, k), · · · , eT(N, k)

]T
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则有

Uk+1 = Uk + KEk (1.13)

其中, K = diag{K, K, · · · ,K}. 此时

Ek+1 =Yd − Yk+1 = Yd −GUk+1 − d

=Yd −GUk −GKEk − d

=Ek −GKEk

=(I −GK)Ek

由此不难得出前面所述迭代学习控制收敛的充分条件, 即式 (1.7). 不仅如此,

从上式还可以看出, 保证跟踪误差渐近收敛所需条件为 GK 的谱半径小于 1, 换言

之, 即 CBK 的谱半径小于 1. 实际上, 堆积模型的意义并不仅仅在于帮助我们得

到收敛条件, 更重要的是, 它使得我们可以更为本质地看待迭代学习控制. 在堆积

模型 (1.11) 中, 同一迭代过程内的演化过程被集成到各个记号中, 从而突出了迭代

过程的意义所在. 换言之, 堆积模型 (1.11) 实际上是一个沿 k 变化的过程, 而 t 此

时已经没有任何影响.

注记 1.2 由于迭代学习控制的关注点集中在如何沿迭代过程逐步改善系统

的跟踪性能. 从其控制律的设计模式或上述基于超向量的模型 (1.11) 都可以看出

这一点. 因此粗略地说, 系统由线性时不变模型拓展到线性时变模型一般不会产生

新的难点. 这是因为, 当固定一个时刻后, 沿迭代过程观察在这一点上的更新情况,

本质上是一个时不变模型.

跟踪目标 y(t, d) 通常为可实现的, 即对合适的初始值 x0, 存在输入 u(t, d), 使

得式 (1.1) 中的 k 替换为 d 仍成立. 换言之, Yd = GUd + d, 其中 Ud 的定义类似于

式 (1.8). 那么研究输出收敛到目标轨迹的问题 lim
k→∞

Yk = Yd, 便可转化为研究输入

收敛到目标输入的问题 lim
k→∞

Uk = Ud. 对输出含有随机噪声的系统, 这种方法更为

方便.

注记 1.3 若跟踪目标不可实现, 这意味着不存在控制输入能够产生目标轨

迹, 即无论如何是不能实现完全跟踪的. 此时迭代学习控制律的设计目标也不再是

实现渐近精确跟踪目标,而是渐近收敛到一个距离目标轨迹最近的轨迹上去. 因此,

跟踪问题变成一个优化问题. 另外, 从实际应用的角度来看, 跟踪目标通常都是可

实现的, 这一假定并不苛刻.

上述讨论都是围绕线性系统情形给出的, 而针对非线性系统的迭代学习控制

问题也引起了众多研究[27-29]. 因其自身内在非线性特性的制约, 针对非线性系统

的迭代学习控制难度要明显高于线性系统. 一个明显的佐证是, 大多数研究非线性

系统的文献都要求非线性函数满足全局 Lipschitz 条件 (global Lipschitz condition,
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GLC), 而这一条件限制了相关研究结果的适用范围. 因此, 如何进一步放宽这一条

件是非线性系统迭代学习控制研究的重要方向.

已有文献的研究主题涵盖了迭代学习控制的众多方面, 包括更新律的设计、初

始重置条件的放宽、鲁棒性、最优性、瞬态性能表现、变化轨道的跟踪, 以及实际

应用等. 这里不再一一展开细述, 有兴趣的读者可以通过相关综述文献了解研究脉

络. 例如, 文献 [14] 中, 作者对 1998∼2004 年的迭代学习控制文献从理论和应用两

个方面进行了详细分类. 文献 [30] 从范数优化的角度综述了相关系列研究.

1.1.2 随机迭代学习控制

本节将给出本书中随机迭代学习控制的含义. 在本书中, 随机迭代学习控制指

对模型中含有随机信号的系统的迭代学习控制.这里随机信号指用概率论中的随机

变量描述的信号, 如系统运行过程的噪声、输出量测噪声、随机延迟信号等. 用随

机变量描述的信号同时具有不确定性与随机性, 其值往往没有一个明确的上界.

具体而言, 本书所述的随机迭代学习研究主要分为如下几类.

(1) 含有系统噪声及/或量测噪声的线性系统.

(2) 含有系统噪声及/或量测噪声的非线性系统.

(3) 含有其他随机信号的系统, 如带随机丢包的网络控制系统、带随机异步信

号的大规模系统等.

目前, 关于确定性系统已经有较为深入的研究, 得到了许多有意义的结果, 并

已应用于实际工程. 然而, 在实际系统中总是不可避免地存在各种各样的扰动或噪

声. 因此,考虑扰动抑制的迭代学习控制是一个重要的研究方向.不过,这类研究目

前多是假定系统中的扰动有界,进而证明跟踪误差是被一个与扰动上界有关的函数

界住. 具体而言, 记系统扰动为 wk, 假定 ‖wk‖ 6 ε, 其中 ε 为适当正数, 通过各种

迭代学习控制器可以使跟踪误差 ek 满足 ‖ek‖ 6 L(ε), L(ε) −−−→
ε→0

0. 这方面的文献

如文献 [31] 和文献 [32]. 也有部分文献考虑通过学习的方法来消除扰动. 然而这些

方法都不能用于处理含有随机信号的系统.

因此, 要处理随机迭代学习控制问题, 需要在确定性的迭代学习控制研究基础

上, 更多地考虑对随机变量的处理方法. 现在研究中已经得到了部分处理方法及收

敛结果, 本章将在其余节中进行回顾, 但仍有大量的问题有待深入研究.

值得注意的是, 在随机迭代学习控制中, 由于有随机信号的存在, 相应的收敛

结果表述往往有别于传统的收敛表述. 换言之, 在随机迭代学习控制中, 关于收敛

性的表述往往与某种概率收敛结合在一起, 例如, 算法以概率 1 收敛到最优值, 算

法依概率收敛到目标值, 或者算法均方收敛到最优值等. 此外, 若系统输出端含有

随机噪声, 直观来看, 很难得到实际输出渐近收敛到 0 的收敛结果, 此时得到的最

好的收敛结果应为除去输出噪声外, 实际输出与跟踪目标的差值渐近趋于 0. 换言
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之, 从长远来看, 系统输出的跟踪误差应逐渐地仅由输出噪声导致.

1.2 线性随机系统

1.2.1 基于卡尔曼滤波的方法

考虑如下随机线性系统

x(t + 1, k) = A(t)x(t, k) + B(t)u(t, k) + w(t, k)

y(t, k) = C(t)x(t, k) + v(t, k)
(1.14)

其中, A(t)、B(t) 与 C(t) 为时变系统矩阵; w(t, k) 与 v(t, k) 分别为系统噪声与量

测噪声. 注意到系统 (1.14) 与系统 (1.1) 的区别之处除了系统矩阵变为时变外, 就

是增加了噪声项, 因此, 传统的基于范数压缩的分析方法及条件 (1.7) 不再适用.

Saab 针对式 (1.14) 的迭代学习控制问题给出了一系列优秀的结果. 他在文献

[33]中首次考虑了离散时间线性系统的随机迭代学习控制,并在之后的一系列文献

中不断完善相应的研究[34-36]. 文献 [33] 中, 更新律设计为

u(t, k + 1) = u(t, k) + K(t, k)[e(t + 1, k)− e(t, k)] (1.15)

其中, K(t, k) 为学习增益矩阵.

注记 1.4 实际上, 文献 [33] 中考虑的系统模型与式 (1.14) 略有差别, 不同之

处在于系统量测方程除了噪声 v(t, k) 外, 还有一项与时间无关的噪声项 vb(k). 但

设计输入更新律时, 采用了如式 (1.15) 的 D 型迭代学习控制律, 噪声项 vb(k) 被直

接消掉, 并在后续收敛性分析中也无任何体现, 故可以不考虑这一项, 而直接考虑

式 (1.14) 所示模型.

为分析这一迭代学习控制算法的收敛性, 需要几个假设条件. 首先跟踪目标

y(t, d)可实现, 需要此假设的原因及相关解释已经在注记 1.3中给出.换言之,存在

目标输入 u(t, d) 及初始状态 x(0, d) = x0 使得

x(t + 1, d) = A(t)x(t, d) + B(t)u(t, d)

y(t, d) = C(t)x(t, d)
(1.16)

此外, 假设输入/输出耦合矩阵 C(t + 1)B(t) 为列满秩. 为在不引起混淆的

前提下保持符号简洁, 在本章其余部分简记符号 C+B = C(t + 1)B(t). 同时用

前置符号 δ 的方式来表示目标值与实际值的差距, 即 δx(t, k) , x(t, d) − x(t, k),

δu(t, k) , (t, d) − u(t, k). 以 E 表示期望. 然后, 关于噪声、初始状态及初始批次

输入的假设可以明确如下[33]. w(t, k) 与 v(t, k) 均假定为零均值的高斯白噪声, 且
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协方差阵 Qt = E[w(t, k)w(t, k)T] 为半正定阵, 而 Rt = E[v(t, k)v(t, k)T] 为正定阵.

同时假定 w(t, k) 与 v(s, l) 不相关, ∀t, s ∈ [0, N ], k, l ∈ R. 初始状态假定为随机变

量, 满足 δx(0, k) 为零均值高斯白噪声且协方差阵 Px,0 = E[δx(0, k)x(0, k)T] 为半

正定阵. 此外, δx(0, k) 与各种噪声均不相关. 初始批次输入需要满足初始输入偏差

δu(t, 0) 为零均值白噪声且其协方差阵 E[δu(t, 0)δu(t, 0)T] = Pu,0 为对称正定矩阵.

注记 1.5 上述关于噪声、初始状态及初始批次输入的假设主要来源于卡尔曼

滤波方法的要求. 在这里, 我们对初始批次输入假设给出进一步的评论. 文献 [33]

关于初始输入的假设实际上相当于要求初始输入需要在目标输入 u(t, d) 附近按照

正态分布产生 (这里按正态分布产生可从重复试验的角度出发理解). 作者还指出,

一种简单的满足上述要求的情形是 δu(t, 0) = 0, ∀t. 事实上, 在系统信息未知的情

形下, 满足这一要求非常困难. 迭代学习控制的本质思想更希望能够对任意初始输

入,通过不断地迭代学习来得到足够良好的输入信号.从另一方面而言, δu(t, 0) = 0,

∀t 相当于说明初始输入就已经选择目标输入 u(t, d), 此时显然没有必要再继续更

新, 因为从某种意义上而言 (例如, 从 Ee(t, k) = 0 且 E[e(t, k)e(t, k)T] = min 角度

来看), u(t, d) 已经是足够好的输入信号. Saab 的后续研究文献 [34]∼文献 [38] 中同

样存在这一限制. 这是一个值得研究的开放性问题.

针对系统 (1.14)、迭代学习控制律 (1.15) 及上述假设条件, 文献 [33] 通过随机

最小化轨道误差得到了学习增益矩阵 K(t, k) 在最小二乘意义下的计算算法, 并进

而证明了算法的均方收敛性. 为得到这一结果, 作者首先推导得到如下 2D-Roessor

模型

X+ = ΦX + ΓZ (1.17)

其中

X+ =

[
δu(t, k + 1)

δx(t + 1, k)

]
, X =

[
δu(t, k)

δx(t, k)

]

Z =

[
w(t, k)

v(t + 1, k)− v(t, k)

]

Φ =

[
I −K(t, k)C+B K(t, k)[C(t)− C(t + 1)A(t)]

B(t) A(t)

]

Γ =

[
K(t, k)C(t + 1) K(t, k)

−I 0

]

进而, 对 X+ 的协方差阵 P+ , E(X+X+T
) 的迹关于 K(t, k) 求导, 并令导数为 0,
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即可得到关于 K(t, k) 的递推算法如下

K(t, k) = Pu,kΞT(ΞPu,kΞT + ΛD,k)−1 (1.18)

Pu,k+1 = (I −K(t, k)Ξ)Pu,k (1.19)

其中, Ξ , C(t+1)B(t), ΛD,k , (C(t)−C(t+1)A(t))Px,k(C(t)−C(t+1)A(t))T+C(t+

1)QtC(t + 1)T + Rt + Rt+1, Px,t = E[δx(t, k)δx(t, k)T], Pu,k = E[δu(t, k)δu(t, k)T].

注记 1.6 实际上, 在文献 [33] 中, 分析 K(t, k) 对 P+ 的影响时, 注意到这

样一个事实: 学习增益矩阵 K(t, k) 实际上是用来更新得到 (t, k + 1) 时的输入, 因

此 K(t, k) 对 (t + 1, k) 位置的状态 x(t + 1, k) 并没有影响, 因此将 P+ 的迹关于

K(t, k) 求导相当于将 Pu,k+1 的迹关于 K(t, k) 求导. 事实上, 在后续研究中, 如文

献 [35]∼文献 [39] 中, 作者在推导 K(t, k) 的递推公式时, 便使用了后一种思路.

下述定理为文献 [33] 的主要收敛定理.

定理 1.1 [33] 对系统 (1.14) 应用学习律 (1.15) 及递推算法 (式 (1.18)∼式
(1.19)), 若 C(t + 1)B(t) 列满秩, 则 ∀k, t, 存在合适的范数使得 ‖I − K(t, h)C(t +

1)B(t)‖ < 1, 从而 ‖Pu,k+1‖ < ‖Pu,k‖. 进而, 当 k → ∞ 时, 在 [0, N ] 上一致地有

Pu,k → 0, K(t, h) → 0.

Saab 的一系列研究文献 [34]∼文献 [37] 均延续了这一研究方法: 首先建立输

入差值 δu(t, k) 及状态差值 δx(t, k) 的 2D-Roessor 模型, 然后对待优化的目标协方

差阵 (一般是输入误差协方差阵 Pu,k)关于学习增益矩阵 K(t, k)求导,并令导数为

0, 得到关于学习增益矩阵的递推算法. 最后, 基于噪声的互不相关性及协方差阵的

(半) 正定性证明均方收敛性.

定理 1.1 建立起了基于卡尔曼滤波的随机迭代学习控制方法框架. 由定理 1.1

可以看出, 在 C(t + 1)B(t) 列满秩及其他合适条件下, 作者得到了关于学习增益矩

阵的递推算法, 并且该增益矩阵满足类似于式 (1.7) 的压缩映射条件. 此外, 虽然

学习更新律 (1.15) 为差分形式, 但定理 1.1 的结果表明算法对量测噪声并不敏感.

不过应当注意到, 为使得学习律 (1.15) 及递推算法 (式 (1.18)∼式 (1.19)) 能够良

好运行, 需要已知较多的系统信息, 包括系统矩阵 A(t)、B(t)、C(t), 噪声协方差阵

Qt、Rt, 以及状态误差协方差阵 Px,t 等 (见 ΛD,k 的表达式). 文献 [34]∼文献 [36]

在放宽其中的部分信息已知要求上作出了一些改进结果.

针对算法 (1.18) 中需要已知 Px,t 的限制, 文献 [34] 研究了去掉这一项之后系

统的收敛性. 具体而言, 将算法改写成

K̃(t, k) = P̃u,kΞT(ΞP̃u,kΞT + Λ̃D)−1 (1.20)

P̃u,k+1 = (I − K̃(t, k)Ξ)P̃u,k (1.21)
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其中, Λ̃D = C(t + 1)QtC(t + 1)T + Rt + Rt+1.

对由算法 (式 (1.20)∼式 (1.21)) 得到的递推学习增益矩阵 K̃(t, h), 结合 D 型

更新律 (1.15), 文献 [34] 证明了当 C(t + 1)B(t) 列满秩时, 类似定理 1.1 的所有结

果仍然成立.

需要特别指出,这里 P̃u,k 仅是为了算法递推而构造的矩阵,并非真正的输入误

差协方差阵. 记基于学习律 (1.15) 及修订算法 (式 (1.20)∼式 (1.21)) 而得到的真实

的误差协方差阵为 Pu,k. 一个有趣的结果是,文献 [34]证明了 P̃u,k 与 Pu,k 的收敛

性是相互等价的, 即 P̃u,k → 0 ⇔ Pu,k → 0, 且收敛速率均为迭代次数 k 的反比例

函数.

定理 1.2 [34] 若C(t + 1)B(t) 列满秩, 对系统 (1.14) 应用学习律 (1.15) 及修

订算法 (式 (1.20)∼式 (1.21)), 则 ‖P̃u,k‖ <
c1

k
, ‖K̃t,k‖ <

c2

k
, 其中 c1 和 c2 为合适

常数. 不仅如此, 对真实的输入误差协方差阵 Pu,k 同样存在合适的常数 c3 使得

‖Pu,k‖ <
c3

k
, 从而当 k →∞ 时, ‖Pu,k‖ → 0.

至此,可以看出,上述学习算法中的状态误差协方差阵的去除并不影响收敛性,

但从某种程度而言, 修正的算法得到的控制输入并不是最优的. 因此为方便表述,

将含有状态误差协方差阵的更新算法 (式 (1.18)∼式 (1.19)) 称为最优学习算法, 而

将不含有状态误差协方差阵的更新算法 (式 (1.20)∼式 (1.21)) 称为次优学习算法.

以下在基于卡尔曼滤波的随机迭代学习控制方法中提到最优算法、次优算法时含

义与此类似. 注意到在文献 [33] 和文献 [34] 中均考虑了 D 型算法, 那么对于 P 型

算法是否存在类似的结果? 文献 [35] 对这一问题给出了肯定的回答.

考虑如下 P 型迭代学习控制律

u(t, k + 1) = u(t, k) + K(t, k)e(t + 1, k) (1.22)

接下来给出关于 K(t, k)的递推计算方法. 完全类似文献 [33]和文献 [34]中的

推导过程, 可知对上述 P 型更新律, 学习增益矩阵 K(t, k) 的最优学习算法为

K(t, k) = Pu,kΞT(ΞPu,kΞT + ΛP,k)−1 (1.23)

Pu,k+1 = (I −K(t, k)Ξ)Pu,k (1.24)

其中, ΛP,k = C(t+1)A(t)Px,k(C(t+1)A(t))T +C(t+1)QtC(t+1)T +Rt+1. K(t, k)

的次优学习算法为

K̃(t, k) = P̃u,kΞT(ΞP̃u,kΞT + Λ̃P )−1 (1.25)

P̃u,k+1 = (I − K̃(t, k)Ξ)P̃u,k (1.26)
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其中, Λ̃P = C(t + 1)QtC(t + 1)T + Rt+1. 可以证明, 对上述 P 型最优学习算法及

次优学习算法, 定理 1.1 与定理 1.2 的结论仍旧成立[35].

有了 P 型算法与 D 型算法之后, 一个自然的问题是: P 型算法与 D 型算法之

间是否有所联系? 事实上, 注意到算法 (式 (1.18)∼ 式 (1.19))、算法 (式 (1.20)∼ 式
(1.21))、算法 (式 (1.23)∼式 (1.24))与算法 (式 (1.25)∼式 (1.26))之间的本质差别

实际在于算法中有界正定矩阵 Λ 的选取不同, 分别为 ΛD,k、Λ̃D、ΛP,k 与 Λ̃P . 文

献 [35] 证明了只要这一矩阵为有界对称正定, 那么在 C(t + 1)B(t) 列满秩时, 上述

算法均可保证相互等价的收敛性. 这一结果揭示了 Saab 所给出的各类学习算法之

间的等价性. 换言之, 当 C(t + 1)B(t) 时, 应用 P 型最优算法或次优算法、D 型最

优算法或次优算法, 相应的输入误差协方差阵均收敛至 0, 且收敛速度为迭代次数

k 的反比例函数.

到目前为止, 所有的收敛结果均要求 C(t + 1)B(t) 列满秩, 这要求系统的输入

维数要不多于输出维数. 当系统的输入维数多于输出维数时, 这一列满秩条件便无

法继续满足. 文献 [36]对仅含有量测噪声的情况进行了研究.考虑如下仅含有量测

噪声的系统

x(t + 1, k) = A(t)x(t, k) + Bu(t, k)

y(t, k) = C(t)x(t, k) + v(t, k)
(1.27)

注意到式 (1.27)与式 (1.14)的区别之处,一是没有系统噪声 w(t+1, k),二是输入矩

阵 B(t) = B, ∀t ∈ [0, N ]. 为得到收敛性结果,还假定系统精确重置,即 δx(0, k) = 0,

∀k.

定理 1.3 [36] 对系统 (1.27), 应用 P 型控制律 (1.22) 及最优学习算法 (式

(1.23)∼式 (1.24))或 P型控制律 (1.22)及次优学习算法 (式 (1.25)∼式 (1.26)), 若

C(t + 1)B 行满秩且 δx(0, k) = 0, 则存在合适的常数 c4 使得 ‖E[z(t, k)z(t, k)T]‖ <
c4

k
, lim

k→∞
E[z(t, k)z(t, k)T] = 0, 其中 z(t, k) = C(t + 1)δx(t, k).

注记 1.7 在文献 [36] 中还允许系统存在任意的相对阶. 所谓相对阶, 直观

上相当于系统中一个输入影响到输出的最小 “时延”. 例如, 对 SISO 系统, 若相对

阶为 µ, 则 t 时刻的输入 u(t) 能够直接影响到的最近输出为 y(t + µ), 因此在构造

迭代学习控制律时, 就需要用 t + µ 时刻的跟踪误差 e(t + µ) 来作为修正项. 在文

献 [36] 中, 系统的相对阶虽然允许取任意值, 但需要事先已知, 因此相对阶并未起

到本质的影响, 从而本章也未展开.

此外, 在文献 [38] 中, 作者基于文献 [33]∼文献 [35] 中的系统模型, 考虑了 P

型学习控制律中遗忘因子的选取问题. 在以往的研究中, 加入遗忘因子被认为是一

种较好地消除之前运行过程影响的控制方法. 这里的优化指标仍然为最小化输入

误差协方差阵, 在这一指标下, 作者发现最优的遗忘因子矩阵实际为 0. 换言之, 在
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传统的迭代学习控制算法中, 对于保持轨道有界与收敛性而言, 遗忘因子矩阵并不

需要. 在文献 [39] 中, 作者考虑了迭代学习控制研究中的另一个重要问题, 即高阶

迭代学习控制算法. 基于与文献 [38]相同的模型与分析技巧, 作者研究了高阶迭代

学习控制算法对优化系统性能的贡献. 作者证明了从最小化输入误差协方差阵的

角度来看, 一阶学习算法在所有阶次学习算法中是最优的. 这是随机迭代学习控制

中关于一阶学习算法与高阶学习算法性能比较的第一个结果.

1.2.2 基于随机逼近的方法

在 1.2.1 节中, 基于卡尔曼滤波的方法已经得到了丰富的成果, 但所有收敛性

都是均方收敛意义下的结果. Chen 在文献 [40] 中首次给出了几乎必然意义 (概率

1 意义) 下的收敛结果. 其考虑模型仍为式 (1.14), 但仅考虑 p 6 q 的情形, 即输入

维数不多于输出维数. 控制目标为使得下述平均跟踪误差最小, 即

lim sup
n→∞

1
n

n∑

k=1

‖y(t + 1, k)− y(t + 1, d)‖2 = min, a.s. (1.28)

在文献 [40] 中, 关于噪声及初始状态的假定如下.

噪声 w(t, k) 与 v(t, k) 为相互独立的零均值随机变量, 且具有有限但未知的

2 + δ 阶矩,其中 δ > 0, 协方差阵 Qt 与 Rt 定义如前但未知. 初始状态 x(0, k)与所

有噪声 w(t + 1, k), v(t, k) 相互独立, 且 Ex(0, k) = x0, E‖x(0, k)‖2+δ < ∞, 其协方

差阵未知.

与文献 [33] 中的噪声及初始状态条件相比, 文献 [40] 去掉了已知噪声协方差

阵的限制.

跟踪目标 y(t, d)为可实现信号,即存在输入 u(t, d)及初始状态 x(0, d) = x0 使

得式 (1.16) 成立. 在 C(t + 1)B(t) 列满秩条件下, 通过反解上述目标模型 (1.16) 即

可得出目标输入的表达式, ∀i = 0, 1, · · · , N − 1

u(i, d) =[(C(i + 1)B(i))T(C(i + 1)B(i))]−1(C(i + 1)B(i))T

× (y(i + 1, d)− C(i + 1)A(i)x(i, d)) (1.29)

在指标 (1.28) 下, 可以证明, 任何收敛到 u(t, d) 的输入序列 {u(t, k)} 均为最优, 即

使指标 (1.28) 取到最小值[40].

由于文献 [40] 中对系统矩阵 A(t)、B(t)、C(t) 均假定为未知, 且噪声协方差

阵 Qt、Rt 也假定为未知, 所以在构造控制算法时就需要对修正方向作出估计, 从

而得到一个收敛到 u(t, d) 的输入序列 {u(t, k)}. 作者基于随机逼近算法提出了一
种新型的迭代学习控制算法. 为此, 先构造独立于噪声 w(t, k)、v(t, k) 的向量序

列 {∆(t, k)}, 其中 ∆(t, k) = [∆1(t, k), · · · ,∆p(t, k)]T 为 p 维向量且其每个组成元
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∆j(t, k) 为独立同分布的随机变量, 使得 ∀k = 1, 2, · · · , t ∈ [0, N − 1], j = 1, · · · , p

|∆j(t, k)| < m,

∣∣∣∣
1

∆j(t, k)

∣∣∣∣ < n, E
1

∆j(t, k)
= 0 (1.30)

其中, m、n 为正常数, 并记

∆(t, k) =
[

1
∆1(t, k)

, · · · ,
1

∆p(t, k)

]T

(1.31)

令 {ak}、{ck}、{Mk} 为满足如下条件的实数序列

ak > 0, ak −−−−→
k→∞

0,
∞∑

k=0

ak = ∞ (1.32)

ck > 0, ck −−−−→
k→∞

0,

∞∑

k=0

(
ak

ck

)1+ δ
2

< ∞ (1.33)

Mk > 0, Mk+1 > Mk, Mk −−−−→
k→∞

∞ (1.34)

其中, δ 在噪声假设条件中给出. 初始输入 u(t, 0), t ∈ [0, N ] 可以任意给定, 进而迭

代学习控制律分奇偶迭代过程分别给出. 对奇数次迭代过程, 控制输入为上一迭代

过程中控制输入再加一个微小扰动 ck∆(t, k), 即

u(t, 2k + 1) = u(t, 2k) + ck∆(t, k) (1.35)

而对于接下来的偶数次迭代过程, 控制律由下式定义

u(t, 2(k + 1)) =u(t, 2k)− ak
∆(t, k)

ck
(‖e(t + 1, 2k + 1)‖2

− ‖e(t + 1, 2k)‖2) (1.36)

u(t, 2(k + 1)) =u(t, 2(k + 1)) · I[‖u(t,2(k+1))‖6Mσk(t)] (1.37)

σk(t) =
k−1∑

l=1

I[‖u(t,2(l+1))‖>Mσl(t)], σ0(t) = 0 (1.38)

其中, I[·] 为示性函数, 若下标方括号内条件成立则取值 1, 否则取值 0.

注意到算法 (式 (1.35)∼式 (1.38))实际是带扩展截断的随机逼近算法[41]. 上述

算法的思想是在奇数次迭代过程中, 对输入增加一个小的扰动, 然后在偶数次迭代

过程中, 通过紧邻的前两个迭代过程的跟踪误差来估计输入更新梯度. 这里, ak 相

当于每次更新的步长. 与基于卡尔曼滤波方法的不同之处在于, 基于卡尔曼滤波的

方法直接计算学习增益矩阵 K(t, k), 而基于随机逼近的方法则先估计更新梯度,然

后给定更新步长以保证收敛性. 对于算法 (式 (1.35)∼式 (1.38)), 有如下收敛结果.
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定理 1.4 [40] 对系统 (1.14), 应用算法 (式 (1.35)∼式 (1.38)), 若 C(t + 1)B(t)

列满秩, 则产生的输入序列 {u(t, k)} 以概率 1 收敛到目标输入 u(t, d), 从而是指

标 (1.28) 意义下的最优控制输入.

文献 [40] 的重要意义在于给出了一种基于随机逼近的迭代学习控制律的构造

方法, 这一方法不需要已知系统矩阵及噪声的协方差阵. 在一定意义上契合了迭代

学习控制尽量不依赖系统信息的控制思想, 因而系统需要通过学习来估计更新梯

度. 估计的方法为随机差分, 这种方法已得到较多研究, 见文献 [42]∼文献 [44].

表 1.1 给出了基于卡尔曼滤波的方法[33] 与基于随机逼近的方法[40] 的详细比

较. 从表中可以看出, 两种方法的主要不同点如下.

(1)文献 [33]与文献 [40]考虑的优化指标不同.文献 [33]考虑的指标为输入误

差的协方差阵,将此协方差阵 (本质上是关于输入的二次函数)关于输入求导,从而

得到学习矩阵的递推算法; 而文献 [40] 则是优化二次渐近跟踪指标 (1.28). 从概率

的角度来看, 前者是对随机信号取期望后的指标, 后者是对实际随机信号的衡量指

标. 根据概率论中的大数定律可知, 两个指标的联系在于一定意义上二次渐近指标

的极限值, 即协方差阵.

(2) 两者都是对学习增益矩阵进行估计. 不同之处在于, 文献 [33] 直接对增益

矩阵基于求导进行估计, 而文献 [40] 则是固定学习增益步长, 而对梯度方向基于随

机差分进行估计.

表 1.1 基于卡尔曼滤波的方法与基于随机逼近的方法之比较

基于卡尔曼滤波的方法 基于随机逼近的方法

指标 输入误差协方差阵 跟踪误差的渐近二次平均指标

系统信息 已知 未知

随机噪声 零均值高斯白噪声 独立零均值随机变量且高阶矩有限

学习增益矩阵 将指标关于输入求导 固定步长, 通过随机差分估计下降梯度

并令导数为零获得

收敛性 均方意义 几乎必然意义 (概率 1 意义)

文献[45]同样考虑系统 (1.14)及跟踪指标 (1.28),构造了基于随机逼近算法的迭

代学习控制律.与文献 [40]相比,不同之处在于: 文献 [40]基于随机逼近中的 Kiefer-

Wolfowitz(KW) 算法, 而文献 [45] 则是基于随机逼近中的 Robbins-Monro(RM) 算

法. KW 算法通过随机差分来估计梯度, 而 RM 算法中没有相应的项, 因此在系统

信息未知的情形下,需要通过其他方法来估计控制方向.具体而言,以 SISO系统为

例, 控制方向由如下算法进行自适应调整



第 1 章 随机迭代学习控制 · 15 ·

uk+1(t) = uk(t) + akS(pk(t + 1))ek(t + 1) (1.39)

qk+1(t + 1) = qk(t + 1) +
1

k + 1
(e2

k+1(t + 1)− qk(t + 1)) (1.40)

pk+1(t + 1) = max{pk(t + 1), qk+1(t + 1)} (1.41)

其中, q0(t) = 0, a0 = 1, ak =
1
k

, k > 1; S(·) 表示方向切换函数, 其值为 +1 或 −1;

而 pk(t + 1) 是此切换函数的变元. 这一方法的具体原理及细节在本书第 5 章中给

予详细阐述.

1.2.3 其他方法

针对随机线性系统, 还有部分其他文献也给出了探索. 第一种可以看作基于统

计意义下的方法,即考虑对随机变量取期望转化为确定情形再进行控制算法设计与

分析的方法, 如文献 [46]∼[49]. 在文献 [46] 中, 作者首先将模型转化为超向量形式

Yk = GUk + εk (1.42)

其中, εk 为堆积之后的向量噪声; Uk 和 Yk 定义方式如式 (1.8) 和式 (1.9). 关于噪

声的假设条件如下.

噪声 εk 沿迭代过程为白噪声, 且 Eεk = 0, E[εkεT
k ] = V , E[εkεT

k+i] = 0, i 6= 0,

其中 V 为正定矩阵.

迭代学习控制算法为

Uk+1 = Uk + LEk (1.43)

其中, L 为学习增益矩阵, Ek 为跟踪误差. 定义 Ge = I −GL, 不难得出

Ek = GeEk−1 + εk−1 − εk (1.44)

在证明收敛性时, 作者直接对式 (1.44) 左右两端取期望, 于是得到当 Ge 的谱

范数 ρ(Ge) < 1时, Ek 的期望收敛至 0. 进而证明了 Var[Ek]收敛至某一个常矩阵.

严格来说, 这种取期望的处理方式实际上并没有反映出随机迭代学习控制的本质.

这是因为在取期望后, 所处理的系统实际是确定性的模型. 从另一个角度而言, 期

望收敛至 0 并不一定是一个好的收敛结果, 因为期望为 0 而方差很大的随机变量

仍然可能产生很大的跟踪误差. 换言之, 跟踪效果仍然可能很差.

这个方法也被文献 [47]使用. 在该文中, 作者考虑了由单输入单输出系统所构

造得到的形如式 (1.42) 的系统模型, 其中噪声建模为零均值的弱平稳过程. 基于一

般化的迭代学习控制律, 该文给出了跟踪误差的数学期望与方差表达式, 进而深入

分析了含遗忘因子的算法、含衰减学习增益的算法, 以及含滤波器的算法等三种算

法的跟踪性能.
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文献 [48] 和文献 [49] 考虑了扰动抑制问题, 其中系统的随机噪声假定为高斯

平稳过程. 在文献 [49]中, 作者证明了迭代不变的滤波器可以渐近地使得受控信号

零误差跟踪. 在文献 [48] 中, 作者给出了受控信号误差的协方差阵的表达式.

针对随机线性系统的频域方法由文献 [50] 首先引入. 该文系统考虑了含有平

稳噪声的单输入单输出线性时不变系统. 基于闭环 2D 系统及频域分析方法, 作者

给出了收敛速率与收敛误差频谱之间的折中点. 有色噪声的情况在该文的仿真算

例中进行了尝试.

最后需要指出, 虽然到目前为止还没有相关的文章发表, 但我们认为随机自适

应控制方法是一种处理随机迭代学习控制问题的有效方法. 实际上, 随机自适应控

制问题已经得到了深入的研究[51]. 这里我们所指的方法是,首先对系统的参数沿迭

代轴方向进行辨识, 并基于辨识的参数给出控制信号. 这一方法或可产生随机迭代

学习控制的重要成果. 考虑到自适应控制的着眼点为时间轴, 而迭代学习控制的着

眼点为迭代轴, 因此两者之间仍旧存在一个缺口需要填补以得到深刻的结果.

1.3 非线性随机系统

相较于针对线性系统随机迭代学习控制的多方面研究,针对非线性的相关研究

进展要慢一些, 研究成果也较少. 一个可能的原因是, 随机噪声与非线性函数两个

因素耦合在一起时, 还缺乏强有力的处理工具. 如果再考虑离散时间系统, 相应的

处理难度又会增加. 在这一方面, 还需要进一步深入的研究.

1.3.1 基于卡尔曼滤波的方法

作为一类特殊的非线性系统,仿射非线性系统通常是我们研究非线性系统的切

入点. 它具备了非线性的特点, 同时输出关于输入又呈现线性关系, 在一定程度上

可以降低处理的难度. Saab 在文献 [37] 中考虑如下仿射非线性离散时间系统

x(t + 1, k) = f(x(t, k)) + B(x(t, k))u(t, k)

y(t, k) = C(t)x(t, k) + v(t, k)
(1.45)

其中, f(·) 为定义域为 Rn 的向量函数. 可以看出, 这里的系统方程部分是时不变

模型, 也即 f(·)、B(·) 均与时间无关. 文献 [37] 中允许系统具有任意相对阶, 但要

求相对阶已知并且假定相应输出关于输入为线性关系,因此相对阶并未引入本质的

非线性影响. 为符号简便及方便说明问题本质, 本节仅考虑相对阶为 1 的情形.

基本假设条件如下: 秩方面, 假定输入/输出耦合矩阵 G(x) = C(t + 1)B(x) 为

列满秩或行满秩. 跟踪目标方面,假定 y(t, d)可实现,即对合适的初始值 x(0, d),存

在输入 u(t, d) 对无噪声的系统模型能够产生输出为 y(t, d). 函数非线性方面, f(·)
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与 B(·) 可以达到任意多项式增长速度, 但同时要求算子 B(·) 与 G(·) 有界. 噪声、

初始状态及初始输入等条件类似于文献 [33].

注记 1.8 非线性函数 f(·) 与 B(·) 可以允许多项式的增长速度, 这一条件

放宽了对非线性函数的要求. 在此之前的多数研究中, 均需要非线性函数满足全局

Lipschitz条件,而对于多项式增长速度的非线性函数而言,全局 Lipschitz条件显然

不再成立.

在文献 [37] 中, y(t, k) 为量测输出, 而实际用来跟踪目标 y(t, d) 的输出信号为

C(t)x(t, k). 因此在文献 [37] 中, e(t, k) = y(t, d) − y(t, k) 被称为输出量测误差, 而

输出跟踪误差记为 δψ(t, k) , C(t)[x(t, d)− x(t, k)], 因此控制目标为产生输入序列,

使得输出跟踪误差收敛至零, 且所有轨道有界.

针对仿射非线性系统, 迭代学习控制律仍为 P 型, 即式 (1.22). 通过类似于文

献 [35] 和文献 [36] 但更为细致的推导可知, 形如式 (1.25) 和式 (1.26) 的学习增益

矩阵 K(t, k)计算算法,可以实现输入误差协方差阵渐近收敛到 0,且收敛速度是迭

代次数为 k 的反比例函数.

然而, 文献 [37] 的主要贡献不在于给出相应的算法并证明其收敛性, 而在于给

出了一套算法设计与分析的框架. 具体而言, 针对 P 型迭代学习控制律 (1.22) 先

给出保证所有轨道有界的充要条件, 进而给出输出跟踪误差收敛至 0 的充要条件.

这些充要条件就为如何选择合适的学习增益矩阵 K(t, k) 提供了指导原则. 为方便

说明, 这里仅考虑 p 6 q 的情形, 对于 p > q 的情形可参见文献 [37].

记 Gk , G(x(t, k)), Kk , K(t, k), Φk , I − KkGk, 那么对轨道有界, 有如下

结果.

定理 1.5 对系统 (1.45)及更新律 (1.22), ∀k, t,轨道有界当且仅当存在 cΣ > 0

使得 ∥∥∥∥∥∥∥

k−1∑

i=0




k−1−i∏

j=1

Φk−j


KiK

T
i




k−1−i∏

j=1

Φk−j




T
∥∥∥∥∥∥∥

6 cΣ (1.46)

基于这个结果, 为使得产生的轨道有界, 设计学习增益矩阵就需要满足存在常

数 c5 > 0 及 c6 > 0, 使得
∥∥∥∥

k−1∏
i=0

Φk−i−1

∥∥∥∥ 6 c5 且 ‖Kk‖ 6 c6

k
.

注记 1.9 需要特别指出, 文献 [37] 中对有界性的理解是基于期望的. 具体而

言, x(t, k) 有界指 E[δx(t, k)δx(t, k)T] 有界. 严格而言, 协方差阵有界只能反映随机

变量的二阶矩有限, 并不代表该随机变量有界.

对于输出跟踪, 有如下充要条件.

定理 1.6 对系统 (1.45) 及更新律 (1.22), 若 lim
k→∞

δx(0, k) = 0, 则随着迭代批
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次 k 增至无穷,系统的状态误差、输入误差及输出跟踪误差都在均方意义下收敛至

零, 当且仅当

lim
k→∞

Kk = 0, lim
k→∞

[
k−1∏

i=0

Φk−i−1

]
= 0

lim
k→∞

k−1∑

i=0




k−1−i∏

j=1

Φk−j


KiK

T
i




k−1−i∏

j=1

Φk−j




T

= 0

基于这一结果可以看出, 要保证输入误差在均方意义下以反比于迭代批次 k

的速率收敛至零, 学习增益矩阵的设计需要满足 ∃c7 > 0 及 c8 > 0, 使得 ‖Kk‖ 6
c7

k
且

∥∥∥∥∥
k−1−i∏

j=1

Φk−j

∥∥∥∥∥ 6 c8
i

k
. 进而要使得状态误差及跟踪误差收敛, 还需要保证

‖δx(0, k)‖2 6 c9

k
, c9 > 0.

最后需要指出,由于增加了非线性函数 f(·)及 B(·)的影响,作者在模型 (1.45)

的状态方程中去掉了噪声项 w(t, k),仅保留了输出方程中的量测噪声 v(t, k). 因此,

从这一角度出发还有很多工作有待完成. 而为了保证输出跟踪误差渐近趋于 0, 还

需要初始状态误差也要满足衰减至零的条件, 换言之, 初始状态随着迭代次数的增

加能够逐渐实现精确重置.从某个角度而言,由于初始状态不受输入影响,若其不渐

近精确, 则无法实现输出的渐近精确跟踪. 在含有噪声的情形下, 初始状态对跟踪

效果的影响如何? 可否通过学习策略使其渐近精确重置? 目前还是未解决的问题.

1.3.2 基于随机逼近的方法

文献 [52] 同样考虑了仿射非线性随机系统的迭代学习控制问题, 基于随机逼

近算法构造了学习律并给出了收敛性分析. 具体而言, 其考虑系统如下

x(t + 1, k) = f(t, x(t, k)) + B(t, x(t, k))u(t, k) + w(t + 1, k)

y(t, k) = C(t)x(t, k) + v(t, k)
(1.47)

其中, f(t, x) 和 B(t, x) 为时变非线性函数. 不过, 如注记 1.2 所提到的, 时变性并

不起主要影响. 对这一模型, 控制目标为使指标 (1.28) 最小.

基本假定为:函数 f(t, x)与 B(t, x)关于 x连续,且被一个多项式函数界住,换

言之,存在 c10、c11、l 使得 ‖f(t, x)‖+ ‖B(t, x)‖ 6 c10‖x‖l + c11. 输入维数不多于输

出维数, 即 p 6 q, 且 C(t + 1)B(t, x) 列满秩, ∀x ∈ Rn. 噪声条件类似于文献 [40] 中

的假定, 但对系统噪声 w(t, k) 及初始状态 x(0, k) 还进一步要求任意阶矩有限, 即

E‖w(t, k)‖r < ∞, E‖x(0, k)‖r < ∞, ∀r ∈ Z+. 所有随机变量均假定为沿迭代轴 k

为独立同分布.
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记 P (t, x) , BT(t, x)CT(t + 1)C(t + 1)B(t, x), 则 P (t, x) 正定. 对跟踪目标

y(t, d), 我们首先归纳地给出了使指标 (1.28) 最小的最优输入 u0(t) 的形式. 令

x0(0, k) ≡ x(0, k), 沿时间轴 t 可依次交叉地定义 u0(t) 与 x0(t, k) 如下

u0(t) = −[EP (t, x0(t, k))]−1 × {E[BT(t, x0(t, k))CT(t + 1)f(t, x0(t, k))]

− E[BT(t, x0(t, k))]CT(t + 1)y(t + 1, d)} (1.48)

x0(t + 1, k) = f(t, x0(t, k)) + B(t, x0(t, k))u0(t) + w(t + 1, k) (1.49)

文献 [52]首先证明了上面定义的输入 u0(t)使得指标 (1.28)达到最小值,进而

若输入序列 {u(t, k)} 满足 u0(t)− u(t, k) −−−−→
k→∞

0, ∀t, 则 {u(t, k)} 也为最优输入序
列,即使得指标 (1.28)取到最小值.注意到这里并没有假设跟踪目标 y(t, d)可实现,

而是先根据给出的跟踪目标 y(t, d) 构造出一个最优输入 u0(t). 迭代学习控制算法

仍用式 (1.35)∼式 (1.38), 其中参数由式 (1.30)∼式 (1.34) 给出. 可以证明由此算法

得到的输入序列随着迭代次数的增加, 以概率 1 收敛到最优输入 u0(t), 从而为最

优输入序列.

注意到文献 [37] 的研究重点在于保证算法均方收敛, 学习增益矩阵应满足的

充要条件; 而文献 [52] 的重点在于构造一个迭代学习控制律, 使得产生的输入序列

能以概率 1 收敛到最优输入. 但无论是前者还是后者, 在系统模型中, 都蕴涵了输

出关于输入为线性的要求,这促使我们进一步考虑输出关于输入本质上为非线性关

系时的情况. 文献 [53] 研究了一类符合此要求的非线性单输入单输出系统, 如图

1.2所示. 这里,输入信号并不直接进入系统,而是先经过静态非线性函数,如死区、

饱和、预载等, 再进入系统. 具体表达式为

x(t + 1, k) = f(t, x(t, k)) + b(t, x(t, k))η(t, k)

η(t, k) = N (u(t, k))

y(t, k) = c(t)x(t, k) + v(t, k)

(1.50)

其中, η(t, k) 为未知的中间信号, 表示输入信号经过非线性函数后的信号; N 表示
非线性环节, 包括死区、预载及饱和等. 这三种非线性环节在现实的各种工程系统

中都十分常见, 它们的存在使得输出关于输入本质上为非线性关系.

图 1.2 输入端含工程非线性的系统框图
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对跟踪目标 y(t, d), 控制目标为使指标 (1.28) 达到最小值.

基本假定为: 跟踪目标 y(t, d) 可实现. 系统输入/输出耦合矩阵 c(t + 1)b(t, x)

值未知, 但符号已知且不为零, 记为 sgn(c+bk(t)). 非线性函数 f(t, x) 与 b(t, x) 关

于第二个变量 x 被一个多项式函数界住. 量测噪声 v(t, k) 为零均值且二阶矩有限

的随机变量, 沿迭代轴 k 相互独立. 初始状态渐近精确重置, 即 δx(0, k) −−−−→
k→∞

0.

注意到三种非线性环节, 即死区、预载及饱和均为非光滑非线性环节. 换言之,

这类非线性函数在某些点上不可导, 且导函数不连续, 因此文献 [40] 和文献 [52] 中

通过随机差分来估计梯度方向的算法并不适合. 由于系统模型中仅有量测噪声, 构

造如下算法

u(t, k + 1) =[u(t, k) + aksgn(c+bk(t))e(t + 1, k)]

× I[|u(t,k)+aksgn(c+bk(t))e(t+1,k)|6Mσk(t)] (1.51)

σk(t) =
k−1∑

i=1

I[|u(t,i)+aisgn(c+bi(t))e(t+1,i)|>Mσi(t)] (1.52)

σ0(t) =0 (1.53)

其中, ak、Mk 由式 (1.32)、式 (1.34) 给出. 上述算法实际上是带扩展截断的 RM

算法[41]. 不难看出, 上述算法中并没有涉及输入端的非线性环节 N (·), 换言之, 文

献 [53] 针对三种非线性环节构造了统一的迭代学习控制算法. 进而证明了上述算

法产生的输入序列对三种非线性环节均有界且最优.

在此研究中,三种非光滑非线性函数的参数未知,系统参数也未知. 然而,算法

中除了跟踪误差外, 还需要已知 sgn(c+bk(t)), 对 SISO 系统而言, 这相当于已知系

统的控制方向.进而仅考虑量测噪声,即在算法中噪声与非线性函数并未形成耦合,

因而可以通过随机逼近的 RM 算法递推地得到输入序列. 具体细节可参见本书第

2 章.

在上述研究基础上, Shen 与 Chen 进一步将特殊的非线性环节发展为一般的

非线性环节,并且将系统噪声也纳入考虑范围,研究了一类 Hammerstein-Wiener系

统的迭代学习控制问题[54]. 所谓 Hammerstein-Wiener 系统是指这样一类系统, 其

输入先经过一个静态非线性环节, 然后进入线性子系统, 在线性子系统的输出端又

含有静态非线性环节, 如图 1.3所示. 显然这类系统的输出关于输入为非线性关系.

图 1.3 Hammerstein-Wiener 系统模型
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具体而言, 系统模型表述如下

η(t, k) = f(t, u(t, k))

x(t + 1, k) = A(t)x(t, k) + B(t)η(t, k) + ε(t + 1, k)

z(t, k) = C(t)x(t, k) + ε(t, k)

y(t, k) = g(t, z(t, k)) + v(t, k)

(1.54)

其中, η(t, k) 与 z(t, k) 均为未知的中间信号; 非线性函数 f(t, ·) : Rp → Rp, g(t, ·) :

Rq → Rq, ∀t ∈ [0, T ]分别表示系统输入端与输出端的静态非线性环节; ε(t, k)、ε(t, k)

为系统噪声; v(t, k) 为量测噪声.

跟踪目标为 y(t, d), 控制目标为使指标 (1.28) 达到最小值. 控制算法仍用带有

扩展截断的随机 KW 算法 (式 (1.35)∼式 (1.38)). 为保证收敛性, 需要一些基本条

件, 这些基本条件可参见本书第 4 章.

需要指出, 记不存在任何噪声的情形下关于跟踪目标 y(t, d) 反解所得的目标

输入为 u(t, d). 那么存在噪声时, 每次输入信号均选择 u(t, d), 所得输出跟踪也不

能使得指标 (1.28) 达到最小. 而对于无噪声的情形, u(t, d) 恰是最优输入. 这种有

噪声与无噪声最优输入不同的原因在于系统噪声与非线性函数耦合,使得系统的输

出信号的期望值偏离目标值. 因此针对指标 (1.28), 需要基于期望来求取最优输入

的表达式. 从这一点出发, 文献 [54] 给出了最优控制应满足的条件.

具体而言, 注意到式 (1.54) 中线性子系统部分的噪声 ε(t, k)、ε(t, k) 均为外加

性, 故记去除噪声后的系统如下

x′(t + 1, k) = A(t)x′(t, k) + B(t)η(t, k)

z′(t, k) = C(t)x′(t, k)
(1.55)

其中, x′(0, k) = x(0, d), 则可知 z(t, k) 与 z′(t, k) 之间相差一个零均值且二阶矩有

限的噪声项, 记为 ω(t, k). 该噪声项实际上是系统噪声沿时间轴的加权叠加型, 因

此关于 k 独立同分布. 换言之

y(t, k) = g(t, z′(t, k) + ω(t, k)) + v(t, k) (1.56)

令 Pt(x) , E‖y(t, d)− g(t, x + ωt)‖2, ∀t, 其中 wt 为与 ω(t, k) 独立同分布的随机变

量. 则使得指标 (1.28) 达到最小值的中间信号 z′(t) 为使得 Pt(x) 取最小值时对应

的自变量值, 进而可写出最优输入应满足的条件.

在适当的条件下, 文献 [54] 证明由算法 (式 (1.35)∼式 (1.38)) 产生的输入序列

以概率 1 收敛到最优控制, 从而使得渐近跟踪误差达到最小值. 具体细节可参见本

书第 4 章.
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1.3.3 其他方法

由于随机非线性系统自身所具有的难度,相应的随机迭代学习控制成果要远少

于随机线性系统的情形. 这里仅指出, 基于随机自适应控制的方法可能可以有效地

解决参数化随机非线性系统的相关问题. 一种特定的情形是, 非线性系统是线性参

数化的, 即系统关于未知参数为线性关系, 而其中的非线性函数则为已知的. 对于

这种情形, 核心的思想为迭代更新其中的参数并进而产生相应的输入信号. 另一个

具有潜力的方向为采用神经网络、模糊函数、小波函数等来逼近未知的非线性系

统. 因此, 非线性系统被转化为参数线性化的情形. 本节最后将针对线性系统与非

线性系统的随机迭代学习控制文献归类至表 1.2 中.

表 1.2 关于线性系统和非线性系统的随机迭代学习控制文献

线性情形 非线性情形

KF 文献 [33]∼[36]、文献 [38]、文献 [39] 文献 [37]

SA 文献 [40]、文献 [45] 文献 [52]∼[54]

St 文献 [46]∼[49]

Fr 文献 [50]

注: KF= 基于卡尔曼滤波的方法, SA= 基于随机逼近的方法, St= 基于统计意义的方法, Fr= 基于

频域分析的方法

1.4 针对其他随机信号的迭代学习控制

1.4.1 随机丢包

随着网络技术的不断发展, 网络化控制系统 (networked control system, NCS)

变得日益普遍. 这类控制系统将传感器、执行器和控制器等通过网络串联起来, 增

强了系统的灵活性与可靠性. 同时, 由于网络阻塞、链接中断、传输错误以及其他

因素, 网络化控制系统中数据丢包是经常发生的事, 这会减弱系统的控制性能. 针

对存在数据丢包的网络化控制系统的迭代学习控制问题,目前已有部分结果.图 1.4

为含有随机数据丢包通道的网络化控制系统框图.

图 1.4 含丢包通道的网络化控制系统框图
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这里首先给出刻画随机丢包问题的模型. 考虑系统 (1.1), 若没有随机丢包, 则

更新律为式 (1.6). 现在假定数据丢包存在于输出端, 即输出信号 y(t, k) 在回传至

控制器的过程中可能存在数据丢包. 记新的跟踪误差为 γe(t, k), 其中 γ ∈ {0, 1} 是
一个服从伯努利分布的二值随机变量, 用以刻画数据丢失与否. 换言之, 若数据丢

包发生, 则 γ = 0; 若数据被成功传输至控制器, 则 γ = 1. 令 γ = Eγ.

Ahn等针对离散时间系统,考虑了输出端与/或输入端的随机数据丢包问题,基

于 Saab 所提出的基于卡尔曼滤波的方法给出了部分研究成果[55-57]. 因而, 所有的

收敛结果都是均方收敛意义下的.

在文献 [55] 中, 系统如式 (1.1) 所示, 而更新律具有如下形式

u(t, k + 1) = u(t, k) + K(t, k)γe(t + 1, k) (1.57)

类似于文献 [33]、文献 [35]、文献 [36] 的推导步骤, 我们可以给出 K(t, k) 的递推计

算算法. 可以证明, 只要 γ 6= 0, 输入误差就将均方收敛至 0. 换言之, 只要数据不

是 100% 的丢包, 就可以保证类似 Saab 的结果 (如文献 [33]、文献 [35]、文献 [36])

中的收敛性仍旧成立.

注意到在文献 [55] 中, 数据丢包是针对一个向量整体而言的, 即要么完整传输

要么全部丢失. 而在实际系统中, 可能只是这个向量中的一部分数据丢失. 例如, 对

q 维的输出信号 y(t, k) ∈ Rq, 不妨记 y(t, k) = [y1(t, k), y2(t, k), · · · , yq(t, k)]T, 可能

只有其中的一部分数据发生丢失,而另一部分数据则被传输过来. 文献 [56]针对输

入/输出维数相同的多输入多输出模型 (即 p = q), 修正输入更新律 (1.57) 为

u(t, k + 1) = u(t, k) + K(t, k)Γe(t + 1, k) (1.58)

其中, Γ 为对角矩阵

Γ = diag{γi} =




γ1 0 · · · 0

0 γ2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · γq




(1.59)

其中, γi ∈ {0, 1}, i = 1, · · · , p 仍为服从伯努利分布的二值随机变量, 且相互独立.

记均值为 γi = Eγi, i = 1, · · · , p. 在这种情况下, 可以证明 ΓCB 满秩时, 输入误差

协方差阵随着迭代次数的增加而趋于 0, 即输入误差在均方意义下收敛. 而 ΓCB

的满秩条件实际蕴涵了 Γ 满秩, 换言之, γi 6= 0, ∀i 时能保证均方收敛性.

无论文献 [55]还是文献 [56],都是假定输出数据传至控制器的过程中存在数据

丢包. 在实际系统中, 从控制器将输入信号传输到系统的过程中也可能存在数据丢
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包. 文献 [57] 进一步考虑了这种情形, 系统模型为不含有噪声的堆积超向量形式

Uk+1 = Uk + ΥNkEk

Yk = GMkUk

(1.60)

其中, Nk 与Mk 分别表示输出端与输入端的数据传输丢包变量, 其对角元为服从

伯努利分布的二值变量,而其余位置元为 0; Υ 为学习增益矩阵; G为从输入到输出

的传递矩阵. 作者基于系统矩阵信息及随机矩阵 Nk 与Mk 的期望矩阵, 给出了跟

踪误差在均方意义下稳定的充分条件. 不过与文献 [55] 和文献 [56] 不同的是, 文献

[57]只给出了为保证均方稳定的充分条件,而没有给出一个可计算化的学习增益矩

阵表示形式.

Bu 等从另一个角度研究了这个问题, 即通过对随机变量取期望的方法来将随

机系统转化为确定系统. 文献 [58] 所考虑的系统形式为线性时不变的单输入单输

出系统的超向量模型 (1.11), 其中 d = 0. 相应的, 更新律形式为式 (1.57). 类似于

文献 [46] 的处理技巧, 作者对迭代误差方程两端取数学期望, 可以得到期望意义下

的确定型迭代误差方程, 进而可以基于这一回归方程给出一个典型的稳定性条件.

与之相对, 非线性系统情形在文献 [59] 和文献 [60] 给予了讨论, 其中系统的具体表

述形式如下

x(t + 1, k) = f(x(t, k)) + b(x(t, k))u(t, k)

y(t, k) = g(x(t, k)) + d(x(t, k))u(t, k)
(1.61)

在这些非线性系统中, 所有非线性函数满足全局 Lipschitz 条件, 且跟踪目标 y(t, d)

假定可实现. 从而基于传统的压缩映像技巧, 在 d(x(t, k)) 的基础上, 可以给出一个

类似于文献 [58] 的稳定条件. 其原因在于, 在系统的量测方程中存在一个控制项,

而这个控制项在输出轨迹中起主导作用. 这里需要指出两点. 第一点是当系统为非

线性情形时, 用以产生超向量模型的堆积技巧不再适用, 这进一步说明文献 [58] 中

的技巧无法应用到文献 [59] 和文献 [60] 中的问题. 第二点是由于使用了压缩映像

技巧, 作者取数学期望的对象是随机迭代不等式而不是随机迭代方程, 因而这可能

会产生更为严格的稳定性条件.简言之, Bu系列工作的主要思想是通过数学期望来

将随机过程转化为确定过程, 从而基于转化后的确定过程给出相应的稳定性条件.

进而, 文献 [61] 还针对含随机数据丢包的一类离散时间系统提供了一个 H∞ 的迭

代学习控制器. 借助于超向量模型, 原系统可被转化为沿迭代轴的一类离散时间随

机系统, 从而可以在迭代域内定义和讨论 H∞ 性能问题.

文献 [62] 针对无噪声系统也考虑了存在传输数据丢包的问题, 并且同时考虑

了通信延迟的问题. 在该文中, 系统被建模为式 (1.1) 并且系统方程中含有扰动项.
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数据丢包用服从伯努利分布的二值随机变量描述, 完全类似于文献 [55], 而通信延

迟建模如下

yc(t, k) = πy(t, k) + (1− π)y(t− 1, k) (1.62)

其中, π 是取值于 {0, 1} 的服从伯努利分布的随机变量. 其中通信延迟将在后面讨

论. 需要注意到数据丢包与通信延迟之间并不相互独立, 因为通信延迟只能发生在

数据没有丢包时. 不过容易证明 E[γπ] = γπ. 对于多维情形, 相应的数据丢包变量

与通信延迟变量分别记为 Γ = diag{γi}, Π = diag{πi}.
为处理数据丢包与通信延迟,文献[62]采用了沿迭代过程进行平均的技巧,其想

法是借助历史数据来减小干扰. 为此定义迭代平均算子A: 对序列 f0(·), f1(·), · · · ,
fi(·)

A{fi(·)} =
1

i + 1

i∑

j=0

fj(·) (1.63)

设计迭代学习更新律为如下含有平均算子的形式

u(t, k + 1) = A{u(t, k)}+
k + 2
k + 1

KΓ
k∑

j=0

ẽ(t + 1, j) (1.64)

其中, ẽ(t+1, j) = y(t+1, d)−yc(t+1, j) = Π e(t+1, j)+(I−Π )e(t, j)+(I−Π )δ(t),

δ(t) = y(t + 1, d)− y(t, d); K 为学习增益矩阵. 文献 [62] 基于传统的压缩映像技巧

证明了: 当学习增益矩阵满足 ‖I −KΓΠCB‖ 6 ρ < 1 时, 学习算法 (1.64) 使得平

均化后的跟踪误差期望 E[A{e(t, k)}] 收敛到一个有界范围内. 相比较而言, 这一收

敛结果还不是足够优秀的,不过借助平均化历史信号的处理技巧有望得到更好的性

能表现, 这个问题还有待进一步深入研究.

针对数据随机丢包问题, 在 NCS 领域已经有很多研究, 然而基于 ILC 的数据

随机丢包问题, 目前的研究才刚刚起步. ILC 与 NCS 相比, 有很多独特的优势及特

点, 例如, 在 NCS 中为保证系统稳定, 数据丢包率存在一个临界值[63], 但在 ILC 中

可能并不存在这样一个值[55]. 因此, 这一方面还有许多有趣的问题等待研究.

1.4.2 随机异步

现实中很多工业系统往往是由多个相互关联的子系统构成的大系统.对这类系

统, 在控制子系统时往往很难获知整个大系统的所有信息, 因此常常需要构造分布

式的控制器, 以较低的成本来实现较好的控制效果. 对大系统的分布式迭代学习控

制, 由于各子系统的工作效率可能并不一致, 因而不能实现子系统之间输入信号的

同步更新, 这就产生了研究异步式信号更新的问题. 文献 [64] 考虑了含有随机异步

性的大规模系统的分布式迭代学习控制问题.
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考虑由 n 个子系统构成的大规模系统, 其中第 i 个子系统表述为

xi(t + 1, k)= fi(t, x(t, k)) + bi(t, x(t, k))ui(t, k)

yi(t, k)= ci(t)xi(t, k) + vi(t, k)
(1.65)

其中, ui(t, k) ∈ R, yi(t, k) ∈ R, xi(t, k) ∈ Rni , 下标 i 表示子系统的编号.

每个子系统的跟踪目标分别为 yi(t, d), i = 1, · · · , n. 控制目标为对每个子系

统, 均使得指标 (1.28) 达到最小值.

对系统的假设条件与研究思路类似于文献 [53],但这里要考虑到各子系统更新

的异步性. 这种异步性可能由子系统之间数据传输时发生丢包导致, 也可能是因为

子系统之间运行效率不同导致,往往是随机的,无法预知的.这里为方便表述,在第 k

次更新发生时,以 Sk ⊂ {1, · · · , n}表示发生更新的那些子系统的集合,以 τ(i, k)表

示在第 k次更新发生时第 i个子系统已发生的更新次数之和,即 τ(i, k) ,
k∑

j=1

I[i∈Sj ].

针对具有随机异步性的大规模系统, 第 i 个子系统的迭代学习控制律为

ui(t, k + 1) = ui(t, k) + a(τ(i, k))I[i∈Sk]ei(t + 1, k) (1.66)

其中, a(k) 为步长, 满足

a(k) > 0,
∞∑

k=0

a(k) = ∞,
∞∑

k=0

a(k)2 < ∞ (1.67)

a(j) = a(k)
(
1 + O(a(k))

)
(1.68)

显然 a(k) =
1

k + 1
就满足上述要求.

注记 1.10 这里对随机异步性的描述是通过 Sk 和 τ(i, k) 构建的. Sk 是所有

子系统标号集合 {1, · · · , n} 的子集, 表示在第 k 次更新时发生更新的子系统标号

的集合.注意到 Sk 是随机集合,体现了更新的随机异步性. τ(i, k)表示在整体系统

已发生第 k 次更新时, 第 i 个子系统实际发生更新的次数, 且显然 τ(i, k) 6 k.

上述算法实际上是基于异步随机逼近算法构造的. 为保证算法能够以概率 1

收敛到最优控制, 并进而使指标 (1.28) 对每个子系统均达到最小值, 需要对异步的

随机性给出如下假设.

异步性假设: 存在足够大的整数 L, 使得 ∀k, i

τ(i, k + K)− τ(i, k) > 0 (1.69)

通俗地说, 这一条件相当于要求任一子系统在整体系统连续发生 L 次更新的

过程中至少要参与一次. 这实际是对子系统更新频率的一个要求. L 的值并不要求

已知, 只要存在即可. 如何将这一条件进一步放宽, 目前还缺少相应的研究.
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1.4.3 随机时滞

系统中存在时滞时, 往往会对系统性能产生各种影响, 关于这一问题的研究已

经是卷帙浩繁. 在 ILC 领域也有不少相关研究, 如文献 [65] 和文献 [66]. 迭代学习

控制的本质是充分利用之前迭代过程中的输入与输出信息来不断调整输入信号,以

达到良好跟踪目标的任务,那么沿迭代过程重复的信息很可能不会对迭代学习控制

产生重要的影响. 因为在迭代学习过程中, 优势之一就是很少依赖于系统的具体信

息, 未知的但确定的时滞从某种意义上来说可以看作未知系统的一部分. 基于这一

认识, 在文献 [67] 中作者考虑了一类状态方程中含有未知时滞的仿射非线性系统,

构造了基于随机逼近算法的迭代学习控制律, 严格证明了在时滞未知的情形下, 不

需要对时滞作任何估计, 仍然可以保证算法产生的输入序列以概率 1 收敛到最优

控制. 广义来看, 这或许暗示系统中未知但确定的时滞在迭代学习控制方面并不像

在其他时滞研究中起到本质的作用. 关于时滞对迭代学习控制的本质影响究竟如

何, 目前还是一个开放性课题.

文献 [67] 的结果说明未知的但确定的时滞影响较小, 那么系统中含有随机时

滞是否会产生本质的影响? 对于这一问题, 目前尚无相应的回答, 相关的研究也几

乎没有. 注意到, 文献 [62] 中的通信延迟本质上就是一种随机时滞, 参见式 (1.62).

此外,文献 [57]中也有对随机时滞的少量研究.在模型 (1.60)中, Nk 的对角元为二

值随机变量,而其余位置的值均为 0时,这一矩阵度量了系统中随机数据丢包问题.

若 Nk 表示一个广义的随机矩阵, 则其还可以表示系统的随机时滞性. 文献 [57] 实

际是针对一般的随机矩阵 Nk 给出的结论, 如前所述, 此时仅能给出均方稳定的收

敛性表现.

由此可以看出, 随机时滞的出现对系统的迭代学习控制存在着本质性的影响.

这种影响有多大?如何通过适当的控制方法消除其影响?这些问题都还需要深入研

究.

1.5 潜力研究方向及展望

本节将对三个有潜力的研究方向进行综述. 针对这三个研究方向, 传统的迭代

学习控制研究尚未全面揭示其内在规律. 然而需要指出的是, 传统迭代学习控制中

的经典问题, 如初始值重置问题、迭代变化的不确定性问题、协同迭代学习控制问

题等,都可以在随机迭代学习控制的框架下进行研究,本节不对这些问题展开论述.

1.5.1 随机点对点迭代学习控制

典型的迭代学习控制要求系统输出在整个批次运行长度上完整地跟踪指定目

标. 然而在很多实际问题中, 仅有部分指定位置需要实现高精度的跟踪效果, 而其
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余的位置则允许有较为粗糙的跟踪效果. 例如, 一个投篮者进行定点投篮练习, 此

投篮者真正关心的是其最终是否能够命中篮筐,而并不在意篮球是否遵循某个指定

的抛物线轨迹. 这类迭代学习控制问题被称为点对点迭代学习控制问题. 显然, 如

果强行要求运行过程跟踪某个包含了所有指定位置的完整轨迹,上述点对点迭代学

习控制问题也会随之解决. 然而这可能会浪费控制能力, 且浪费了原本可以恰当利

用的控制设计自由度.

在点对点跟踪问题中, 若仅考虑最终的位置实现高精度跟踪, 则被称为终端迭

代学习控制 (terminal iterative learning control, TILC) 问题, 是一类特殊的点对点

迭代学习控制问题. 在文献 [68] 中, 终端迭代学习控制被应用到晶圆制造行业中的

快热化学气相沉积处理问题. 作者考虑了一类离散时间线性系统, 并且将控制输入

参数化为恰当基函数的线性组合. 因此, 终端迭代学习控制针对组合系数的更新进

行设计. 这一思想在文献 [69] 和文献 [70] 也有运用, 后者的不同之处在于考虑连续

时间系统且基函数选择了 Legendre 正交多项式. 另一个应用研究由文献 [71] 和文

献 [72]给出,其中终端迭代学习控制被应用到热成型及其塑料薄膜表面温度控制问

题.文献 [73]给出了相应的高阶情形. 文献 [74]针对一般的运行系统讨论了基于初

始状态学习的终端状态控制, 提出了一种新的几何方法来证明算法的收敛性. 文献

[75]将文献 [74]的理论结果应用到列车到站控制,其中使用最终停车位置误差来校

正输入信号. 进而, 文献 [76] 针对线性时变多输入多输出离散系统基于输入/输出

数据来构造估计和控制算法. 其中算法通过最优化二次指标函数给出. 这一得到算

法的技巧同样为文献 [77] 所采用. 需要指出的是, 文献 [77] 与文献 [76] 在输入信

号上有所不同, 前者在整个批次内是常值输入信号, 而后者为连续输入信号.

作为一般情形, 点对点运动控制问题已被多篇文章进行研究. 广义的点对点迭

代学习控制可以根据输入与输出的位置关系划分为两类. 第一类情形是, 整个批

次运行区间可以被划分为前后相连的两部分, 分别称为执行区间与观测区间. 换言

之, 系统的输入信号在执行区间内起作用, 而输出轨迹的跟踪效果观测则在观测区

间内完成, 彼此之间呈分离状态. 残差抑制问题即是属于此情形的一类典型点对点

问题, 在文献 [78]∼[80] 中有诸多研究. 在这些文章中, 使用的是传统的迭代学习控

制方法, 因此未作要求的跟踪位置的自由度没有得到充分利用, 以进一步改善跟踪

性能.另一类情形是,输入信号和输出信号是相互交错在一起的. 对于这种情形,文

献 [81] 和文献 [82] 研究了多点的点对点跟踪问题, 其控制策略为沿迭代轴方向迭

代更新跟踪目标而不是输入信号, 从而有效地利用了跟踪轨迹的自由度, 而且展示

了一种独特的处理点对点迭代学习控制问题的新思路. 文献 [81] 和文献 [82] 的区

别之处在于, 前者使用了频域中的离散傅里叶变换技巧, 而后者使用了与前者对应

的时域分析技巧. 另一种颇具潜力的处理方法为基于指定位置的跟踪信息和性能

指标直接迭代更新系统的输入信号[77, 82]. 在文献 [77] 中, 作者针对多点跟踪问题
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提出了一类新的迭代学习控制算法,其中性能指标为一类仅包含指定位置跟踪误差

和全部输入信号的二次指标函数, 换言之, 其指标并不是针对整个批次运行轨迹给

出的. 在文献 [82] 中, 作者采取了线性参数化其控制输入信号的技巧, 其中基函数

是通过系统信息矩阵进行构造的, 而性能指标则是包含了跟踪误差、控制能量和控

制总量变分的广义损失函数. 此外, 文献 [83]进一步研究了连续时间点对点跟踪问

题, 给出了一种范数最优的迭代学习控制方案, 并在实验表现与理论结果之间进行

了对比分析.

对多输入多输出系统而言, 上述研究都要求指定位置的输出向量信号是完整

的,即该位置的整个输出向量的每个维度都要给出其跟踪目标值,而在实际应用中,

我们可能仅需要输出向量中的某个维度满足一定限制, 而对其他维度则可以放宽.

例如,考虑一个三维空间中的运动问题,此时刻画运动体位置的是一个三维向量. 在

一个指定的时刻, 我们可能只会对运动体的高度有要求, 而对其水平面上的两个维

度则是完全自由. 对这一类更广泛的点对点跟踪问题也有少量研究, 其中文献 [84]

针对线性系统、文献 [85]针对非线性系统分别给出了初步尝试的结果.文献 [84]还

深入地探索了基于梯度下降和牛顿迭代的两种迭代学习控制算法,及其进一步向含

有混合限制情形的延伸. 对这些研究,读者还可以在文献 [86]中阅读相关的理论结

果和实验验证.

然而, 在上述文献中没有考虑随机噪声. 关于随机点对点跟踪问题的随机情形

首先在文献 [87] 中给予研究. 在该文中, 作者考虑了含有系统噪声和量测噪声的线

性随机系统, 其随机点对点跟踪问题的表述通过文献 [84] 的变形形式给出. 该文提

出了含有衰减增益的 P 型迭代学习控制更新算法, 并且针对修正的跟踪误差给出

了几乎必然收敛性的分析与证明. 可以看出, 关于随机点对点迭代学习控制的研究

还处于起步阶段, 尚有许多工作有待完成.

1.5.2 变跟踪目标的迭代学习控制

由于任何学习策略都需要一个内在要求, 即重复性, 所以在传统迭代学习控制

中, 跟踪目标在各个批次内保持不变是一个基本前提. 然而, 这可能在一定程度上

限制了迭代学习控制的广泛应用, 因为当跟踪目标发生变化时, 迭代学习控制算法

需要从头开始学起, 因而浪费了此前已经学习到的经验. 这一点驱动学术界进一步

考虑针对变跟踪目标的学习跟踪目标,换言之,当跟踪目标沿迭代轴发生变化时,学

习控制算法如何充分利用已有的信息进行调整,但是相关的研究进展到目前为止还

很有限. 其原因在于对跟踪目标发生变化时, 已经获得的信息该如何利用还没有深

刻的理解.

针对变跟踪目标跟踪问题, 文献 [88] 是一个早期的研究结果. 具体而言, 文献

[88]针对连续时间非线性系统,考虑了缓变化的跟踪目标对迭代学习控制的影响及
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其解决方案.这里, “缓变化”是指跟踪目标轨迹在前一批次与当前批次的差值存在

一个小的上界. 对于这一问题, 该文提出了含有遗忘因子的更新律, 并且证明了算

法的鲁棒性及有界收敛性. Xu 等对一类迭代变跟踪目标的跟踪问题给出了一种直

接学习控制的方法[89-91]. 这里的变跟踪目标具体是指所有跟踪目标具有相同的形

状, 但具有不同的尺度[89, 91] 或具有不同的时间长度[90]. 可以看出, 相同的跟踪目

标形状给直接迭代更新律提供了成功的基础. 此外,文献 [92]和文献 [93]针对大尺

度工业系统同样考虑了跟踪目标不重复的问题, 给出了一类分散式学习算法, 并证

明了算法在 Lp 范数意义下的收敛性. 上述所有结果都着眼于直接型的迭代学习控

制算法.

处理变跟踪目标的跟踪问题的另一条可行的途径是,通过迭代学习系统中的不

变因素, 如系统参数等, 而不是直接迭代更新控制信号. 基于这一思想同样有少量

研究结果. 文献 [94] 研究了一类参数化的非线性系统, 基于等价原则给出了一个参

数化的控制律, 其中参数沿批次轴进行迭代更新. 这一方法的收敛性和有效性可以

通过复合能量函数 (composite energy function, CEF) 方法进行证明. Chi 等也讨

论了一类参数化高阶系统的学习跟踪问题[95], 其采用自适应迭代学习控制算法来

进行参数估计及设计控制算法. 这一结果被进一步推广至系统参数为迭代变化的

情形, 不过假定参数符合二阶内模原理[96]. 在该文中, 作者同样使用复合能量函数

方法来给出算法的收敛性分析. 对非参数化的非线性系统, 一个直观的想法是引入

全局逼近器来逼近非线性函数. 这一想法为文献 [97] 所采用, 其采用模糊系统来

逼近系统的非线性, 并进而基于这一模糊系统来设计自适应迭代学习控制. 广义而

言, 在运行过程中学习系统的不变因素而不是更新控制信息, 将会对变跟踪目标的

跟踪问题有着重要意义.

然而, 针对变跟踪目标的跟踪问题还没有关于随机迭代学习控制方面的结果.

而在这一点上, 需要同时考虑变跟踪目标与随机噪声相耦合的情形. 针对这一开放

性问题, 前述随机迭代学习控制方法, 无论是面向线性系统还是面向非线性系统的

方法, 还需要作出相应的调整.

1.5.3 分散式/分布式协同随机迭代学习控制

多系统是指由多个子系统按照固定或者变化的拓扑关系关联在一起的大系统.

这类系统的控制和跟踪已经成为控制界的重要方向.巡航卫星、大规模工业系统以

及多智能体系统 (multi-agent system, MAS)都是典型的多系统.由于每个子系统往

往跟踪各自的特定目标, 因而多系统往往意味着多目标跟踪问题[98-106].

文献 [98] 和文献 [99] 研究了状态估计问题. 在文献 [98] 中, 针对多智能体系

统, 作者综合比较了系统状态的联合估计和独立估计的性能, 证明联合估计仅在一

些特定的条件下优于独立估计的结果. 更进一步, 联合估计的性能依赖于多智能体
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系统中各个体之间的相似性. 而联合估计的敏感性问题在文献 [99] 中给出.

Meng 等在文献 [100] 中给出了多智能体系统的有限时间一致性问题. 在该文

中, 每个子系统为线性模型且基于终端迭代学习控制给出了一类分布式协同算法.

作者证明了随着批次数增至无穷, 所有个体可以实现有限时间一致性. 进而, 上述

结果被进一步推广至两个角度: 其一是个体模型被拓展至一类非线性系统[101], 另

一个角度是跟踪目标被拓展至广义轨迹[102].

文献 [103] 讨论了多智能体系统的编队问题. 其中每个个体的跟踪目标并不要

求相同. 该文提出了一类分布式协同算法, 并且基于传统的压缩映像技巧证明了算

法的收敛性. 不仅如此, 文献 [104]∼文献 [106] 同样考虑了编队控制问题. 在文献

[104]中,每个个体用连续时间仿射非线性系统刻画,并且跟踪目标为个体之间的相

对距离. 在文献 [106]中,每个个体用一个单积分模型刻画,且跟踪目标为个体之间

的绝对欧氏距离. 在文献 [105]中,作者进一步讨论了卫星的编队控制问题,其中每

颗卫星的跟踪目标为一个给定的轨迹.

注意到上述研究结果多数都是基于连续时间确定模型给出的,这就说明还有很

多有趣的问题尚未解决. 在传统的迭代学习控制问题中, 系统的运行长度要求在有

限时间区间内完成并且不断重复,这使得迭代学习控制应用于多智能体系统不同于

传统的一致性问题. 所以, 到目前为止, 如何从理论分析和实际应用的角度定义分

散式/分布式协同随机迭代学习控制, 还没有完善的回答. 此外, 子系统之间的传输

还会引出更多有趣的问题. 这些都需要进一步研究.

1.6 本 章 小 结

迭代学习控制是一种优秀的基于数据的控制方法, 具有广泛的工业应用背景.

这种方法可以较少地依赖于系统信息, 但仍能实现良好的控制性能, 自提出以来得

到了深入的研究. 不过, 对含有随机信号的系统相关研究结果较少. 本章综述了近

几年来在随机迭代学习控制方面已有的文献,分如下三方面展开: 含系统噪声与/或

量测噪声的线性系统的随机迭代学习控制、含系统噪声与/或量测噪声的非线性系

统的随机迭代学习控制, 以及对含有其他随机信号的系统的迭代学习控制. 本章着

重指出了相关研究的基本假设与研究方法,并在比较相关研究的基础上给出了一些

有待解决的公开问题和一些继续研究的切入点,希望能促进控制界在这一方向上更

大的突破.

针对含有系统噪声与/或量测噪声的线性系统或非线性系统的随机迭代学习控

制, 目前已有的研究主要分为两类, 以 Saab 为代表的研究中得到均方收敛的结果,

但算法收敛速度较快; 而以 Chen 为代表的研究得到了概率 1 的结果, 但算法收敛

速度较慢. 如何充分结合两种思路的优势, 给出新的随机迭代学习控制算法是一个
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很有意义的研究点.

本章还进一步综述了针对其他随机信号的相关文献,并对一些潜在的研究方向

进行了分析. 在本章最后指出, 关于随机迭代学习控制的应用研究到目前还十分有

限, 绝大多数还停留在数值仿真的层面上. 换言之, 这一点还有很大的研究空间.




